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PROF. FELIPE W. CHAVES-SILVA

Exerćıcio 1. Seja f : [0, 1] −→ R diferenciável tal que não existe x ∈ R com f(x) =
f ′(x) = 0. Mostre que o conjunto Z = {x ∈ R; f(x) = 0} é finito.

Exerćıcio 2. Prove que não existe f : R −→ (0,∞) continuamente diferenciável (i.e., de
classe C1) tal que f ′ = f ◦ f .

Exerćıcio 3. Encontre todos os inteiros a, b tal que 0 < a < b e ab = ba.

Sugestão: Use a função f(x) = lnx/x.

Exerćıcio 4. Seja f : R −→ R uma função diferenciável tal que f(x) + f ′(x) ≤ 1 para
todo x ∈ R e f(0) = 0. Encontre o maior valor posśıvel para f(1).

Sugestão: Use a função g(x) = ex(f(x)− 1).

Exerćıcio 5. Seja f : [0, 1] −→ R cont́ınua em [0, 1] e diferenciável em (0, 1) tal que
f(0) = 0 e 0 ≤ f ′(x) ≤ 2f(x) para todo x ∈ (0, 1). Mostre que f é a função identicamente
nula.

Exerćıcio 6. Considere a função f : [0, 1] −→ R dada por f(x) = (1+x)p

1+xp , com p ≥ 1.
Encontre o máximo e o mı́nimo de f .

Aplique este resultado para provar a desiguladade:

|a|p + |b|p ≤ (|a|+ |b|)p ≤ 2p−1(|a|p + |b|p), para todo a, b ∈ R.

Exerćıcio 7. Seja f : R −→ R uma função diferenciável em x = 0 e tal que f(x) = 2f(x)
para todo x ∈ R. Mostre que f é linear.

Exerćıcio 8. Seja f : [a, b] −→ [a, b] cont́ınua em [a, b] e diferenciável em (a, b). Se
f ′(x) 6= 1 para todo x ∈ (a, b), prove que f tem um único ponto fixo, i..e, existe um único
x0 ∈ [a, b] tal que f(x0) = x0.

Exerćıcio 9. Seja f : R −→ R uma função de classe C2. Assuma que ambas f e f
′′

sejam
limitadas e escreva

M0 = sup
x∈R
|f(x)|, M2 = sup

x∈R
|f ′′

(x)|.

Prove que f ′ é limitada e que

sup
x∈R
|f ′(x)| ≤ 2

√
M0M2.
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Exerćıcio 10. Sejam f, g : I −→ R diferenciáveis no intervalo I ⊂ R e a ∈ I.
Suponha que

lim
x→a

f(x) = lim
x→a

g(x) = 0.

Mostre que se tivermos g′(x) 6= 0 para todo x0 6= x em I então

lim
x→a

f(x)

g(x)
= lim

x→a

f ′(x)

g′(x)
(1)

Observação: Em (1), o limite pode tanto existir quanto ser ±∞.

Exerćıcio 11. Sejam f, g : I −→ R diferenciáveis no intervalo I ⊂ R e a ∈ I.
Suponha que

lim
x→a

f(x) = +∞,

lim
x→a

g(x) = +∞,

Mostre que se tivermos g′(x) 6= 0 para todo x0 6= x em I então

lim
x→a

f(x)

g(x)
= lim

x→a

f ′(x)

g′(x)
(2)

Observação 1: Se tivermos limx→a f(x) = limx→a g(x) = −∞, (2) continua sendo verdade.

Observação 2: Em (2), o limite pode tanto existir quanto ser ±∞.

Exerćıcio 12. Seja f : R −→ R dada por

f(x) =

{
e−1/x

2
se x > 0

0 se x ≤ 0.
(3)

Prove que f ∈ C∞(R) e que fn(0) = 0 para todo n ∈ N.

Exerćıcio 13. Seja f : [0, 2] −→ R cont́ınua em [0, 2] e diferenciável em (0, 2).
Se f(0) = 0, f(1) = 1 e f(2) = 1, mostre que existe c ∈ (0, 2) tal que f ′(c) = 1/3.

Exerćıcio 14. Seja f : [0, 1] −→ R cont́ınua em [0, 1] e diferenciável em (0, 1) com f(0) = 0
e f(1) = 1 .

Prove que dado qualquer n ∈ N, existem n pontos distintos x1, . . . xn em [0, 1] tal que
n∑

k=1

1

f ′(xk)
= n.

Exerćıcio 15. (Wronskiano) Sejam f, g : I −→ R diferenciáveis no intervalo I ⊂ R.
O Wronskiano de f e g é defnido como

W (f, g)(x) = det

(
f(x) g(x)
f ′(x) g′(x)

)
(4)

Prove que se W (f, g) não se anula em I e existem x1 < x2 em I tal que f(x1) = f(x2) = 0
então existe x3 ∈ (x1, x2) tal que g(x3) = 0
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Observação: As funções f(x) = senx e g(x) = cosx são um exemplo.

Exerćıcio 15. Seja f : [a, b] −→ (0,∞) continua em [a, b] e derivável em (a, b). Mostre
que existe c ∈ (a, b) tal que

f(a)

f(b)
= e

(a−b) f
′(c)
f(c) .

Sugestão: Use a função g = ln(f).

Exerćıcio 16. Seja f : [a, b] −→ R derivável e tal que para todo x ∈ [a, b] temos

[f(x)]2 + [f ′(x)]2 > 0.

Mostre que o conjunto X = {x ∈ [a, b]; f(x) = 0} é finito.
Considere a função f : [0, 1] −→ R dada por

f(x) = x3sin(1/x), se x ∈ (0, 1)

e definida por continuidade por f(0) = 0 e f ′(0) = 0. Veja que o resultado é falso se [f ]2+[f ′]2

se anula em algum ponto


