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1. O TEOREMA ERGODICO DE BIRKHOFF

Considere T': X — X e A C X. Definimos x4(z) =1sexz € Ae xa(x) =0se
x ¢ A. Estamos interessados em estudar o limite das médias

on@) = L3 xalT (@) )
7=0

Denotamos

¢~ (x) :=liminf ¢, (x) e ¢T(z):=limsupo,(z). (2)

Um dos objetivos fundamentais da Teoria Ergddica é estudar as médias definidas
acima. Em particular, estamos interessados em saber quando o limite existe, i.e.,
¢~ (x) = ¢ (x).

A hipétese fundamental para garantirmos a existéncia do limite é que a trans-
formacao T admita uma medida invariante p. Caso isso acontega, o Teorema
Ergodico de Birkhoff garante a existéncia do limite em p-quase todo ponto.

De agora em diante, vamos considerar (X, B, 1) um espaco de probabilidade, A
um conjunto mensurdvel e 7' uma transformagao mensuravel. Dizemos que p é uma
medida invariante para T se

w(T7H(E)) = u(E) paratodo E C X mensuréavel. (3)
O teorema fundamental da Teoria Ergédica ¢é o seguinte:

Teorema 1 (Teorema Ergddico de Birkhoff). Se pu é uma medida invariante para
T, entao o limite

d(x) = lim ¢, (x) (4)
n—oo
existe para j1-quase todo ponto x € X e /qu,u = p(A).
Observagao. Uma vez que o teorema acima seja demonstrado, é facil ver que se

h € L*(u) entdo as médias da forma + E;:_OI h(T?(x)) convergem em p-qtp = para
alguma he /ﬁdu: /hdu.

2. DEMONSTRACAO
Recordamos duas propriedades basicas sobre as médias ¢, ¢~ e ¢T.

Lema 1. A funcdo ¢* é invariante, isto é, ¢7(T(z)) = ¢*(x) para todo x € X.
O mesmo vale para ¢~ .

Demonstragcdao: Note que

6 (T(2)) = én () + XA (2) = Xa(2)

e tome o limsup e o liminf. O
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Lema 2. Se u € uma medida invariante, entdo /c{)ndu = pu(A).

Demonstragdo: Note que xa(T'(x)) = x7-i(a)(x), logo

n—1 —
[ oudn= 3" iz 7%2
i=0 =0
O

Demonstragio do Teorema 1. Como ¢~ (z) < ¢* (), basta demonstrar que [ ¢~ du =
pw(A) = [ ¢Tdp, pois daif segue que ¢~ e ¢T sdo iguais em p-quase todo ponto.

Vamos considerar um conjunto A* bem comportado em termo de médias, no
sentido de que as médias de visitas a A* estejam perto do limsup para todo n
grande. Dado € > 0, para cada = considere N = N(z) o menor inteiro N tal que

dn(x) > ¢t (x) — € (ie., oy estd e-perto do limsup). (5)

Note que se z € A entdao ¢¥1(x) = 1 > ¢*(x), logo N(z) = 1. Considere
Ay ={x ¢ A, N(x) > M} e fixe M suficientemente grande tal que pu(Aps) < e.

Definimos

A* = AU Ay, (6)

Considere ¢, (z) = 1 Z;:Ol xa+(T?(x)) a média de visitas a A* e N*(z) o menor

inteiro N tal que
Un(z) > ¢ (x) —e. (7)

Como xa < xar, segue que ¢, < 1,. Portanto temos N*(z) = 1se z € A* e
por construgdo, N*(z) < M se x ¢ A*.

Afirmamos que v, (z) > ¢ (x) — 2¢ para todo n > Me 1. De fato, podemos
quebrar a soma no numerador de 1, em pedacos de comprimento no maximo M e
comparar cada pedaco com gb* Tomando os inteiros N, 1 = N*(TNM T Ni(z)) e
ro 0 maior inteiro tal que Ny + - - + N,, < n, temos:

ro N,.—1 ro N,.—1
Yale) 2 2303 @@ @) = L3S Ny (N )
r=1 7=0 r=1 j=0
P ZN ¢+ TN1+ “+N,_ 1(1.)) _ 6)
=gty - Lo V) ) > () - 2

n
Acima foi usado que ¢*(T"(x)) = ¢*(x) eque n — (N1 + -+ Npy) < M < me
Agora integramos:

[otin—2e< [vndi=p(ar) < ) + ®)
e fazemos € — 0:
[ otdu< . (9)

Procedendo de maneira andloga, obtemos a desigualdade para o liminf com o
outro sinal:

/fb*du > p(A). (10)

Isso implica que ambas integrais sdo iguais a u(A).
O



