VII Concurso Universitario de Matematica Galois-Noether 2017

Primeira Etapa

Sabado, 1 de abril de 2017

Bem-vindo a Primeira Etapa do VII Concurso Universitario de Mateméatica Galois-Noether

e Resolva a prova na folha de respostas anexa. Cada resposta correta vale um ponto.
e Vocé tem 3 horas para resolver a prova.
e Lembre-se que nao se pode usar calculadoras, telefones celulares, tabelas, livros, anotagoes, etc.

e Nao se pode comentar nem divulgar a prova até o dia 7 de abril.

1. Considere a figura do Ying Yang, a qual é formada por um circulo grande de raio 1, e dois
circulos tangentes de didametro 1. A diagonal AB do quadrado divide a regiao escura em duas
regides. Qual é a drea da regiao escura inferior?

A

(a) = (b) ¥z (c) ()

R

2. Qual é o menor n para o qual qualquer matriz A m X m com entradas reais possa ser escrita
como soma de n matrizes distintas de posto 17

(a) m (b)y m+1 (c)m—1 (d) hé matrizes para as quais isso nao é possivel

3. Para cada i > 2 inteiro positivo, denotamos por p; o maior nimero de Fibonacci p tal que

p <i e por ¢; o menor numero de Fibonacci ¢ tal que i < ¢. Qual é o valor da série > _1q_ ?
i>2 147
1 1 6
(a) 2 (b) 3 (c) ) (d) 1



10.

11.

. Sejam C e Cy os gréficos de dois polindmios cibicos em uma varidvel. Seja C% a curva que

se obtém ao girar Co por un angulo de 90 graus no sentido horario. Qual é o maior nimero
possivel de pontos de interse¢ao de C; e C}?

(a) 1 (b) 3 (c) 6 (d) 9

. Um relégio estd quebrado de modo que se o ponteiro dos minutos marca x minutos, entao o

ponteiro gira a x + 1 voltas por hora. Sabendo que o ponteiro comeca marcando 0, em qual
dos seguintes intervalos estd o niimero de minutos que o ponteiro leva para dar uma volta?

(a) [30,60] (b) [10,15] (c) [4,8] (d) [1,3]
. Para um nimero natural n, denotamos por ¢(n) a quantidade de nimeros coprimos com n
no conjunto {1,2,...,n}. Quantos pares de inteiros positivos (n,m) satisfazem

¢(nm) = ¢(n) + ¢(m)?

(a) 2 (b) 3 (c) 4 (d) infinitos

Quantos valores inteiros de z no intervalo [1, 100] fazem com que o determinante da seguinte

matriz seja miltiplo de 37

2 7

¢ 1
2 3 4
7 5

(a) 0 (b) 34 (c) 67 (d) 100

. Qual dos seguintes nimeros complexos esta mais longe do zero?

(a) (1+14)5 (b) (14 24)* (c) (14 3i)3 (d) (1 + 44)?

. Sejam f(z) = 2% e g(z) = [ 7gdt. A fungio hgp é definida como hap(z) = af(z) se

41
z < 0 e hgp(r) = bg(x) se x > 0. Qual é a cardinalidade do conjunto {(a,b) € R? |

hap € funcao continua}?
(a) 0 (b) 1 (c) [N| (d) [R]

Para cada par de nimeros inteiros m,n denotemos por (m,n) o méximo divisor comum de

n—1
men. Sen > 2, qual é o valor de > {ﬁj?
Jj=1 ’

(a) 1 (b) ¢(n) (c)n (d) 3ty

Sejam Py, P, ..., Pio os vértices de um 12-agono regular de lado 1. Em cada semirreta P; Py
marca-se um ponto Q; com P;Q; = 3. Qual é a maior quantidade possivel de segmentos P;Q);
que podem ter intersecao nao-vazia com uma mesma linha reta?

(a) 3 (b) 4 (c) 5 (d) 6



12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

Em quantas regioes fica dividido o espaco quando se desenham 4 planos que passam por um
mesmo ponto, mas nao ha trés desses planos que contenham uma mesma reta?

(a) 10 (b) 12 (c) 14 (d) 16

Seja M4 (R) o espago vetorial de todas as matrizes 4 x 4 com entradas reais. Chamemos de
V o subespago gerado pelo conjunto

{AB — BA| A, B € My(R)}

Qual é a dimensao de V?
(a) 16 (b) 15 (c) 12 (d) 1

Toma-se um nimero « aleatéria e uniformemente no intervalo [0, 60]. Qual é a probabilidade
de que a integral fow sen (x + %) dz seja maior que /3?7

(2) § (b) 3 (c) (d)

A=
oot

Em uma festa se sabe que cada pessoa tem trés amigos, mas que nao ha trés pessoas que
sejam amigas duas a duas. Qual é a menor quantidade possivel de pessoas na festa?

(a) 4 (b) 6 (c) 7 (d) 8

Seja f: R\ {0} — R uma fungao tal que f(1) =2 e f(zy) = f(z) — @,Vm,y € R\ {0}.
Qual ¢ o valor de f(3)?

(a) 1 (b) 2 (c) 3 (d) 4

& i 1 1 e L L \9
Qual é o valor de nl;xgo(Vn2+n + T + T 4+ .+ T + \/W)

(a) 1 (b) 3v/2 -1 (c) vIog2 (d) 2(vV2—-1)

Considere o seguinte subconjunto de R
S ={y/m —+/n | m e n sao inteiros nao negativos}.

Qual das seguintes afirmagoes é verdadeira?

(a) O fecho de S é um conjunto aberto  (b) O complementar de S tem interior nao vazio
(¢) S tem interior nao vazio (d) Todas as afirmagoes anteriores sao falsas

Quantos vetores hd em (Z3)” que tenham uma quantidade par de zeros?
(a) 1094 (b) 1108 (c) 739 @ (%)

O grupo ciclico Zj2p tem um tnico subgrupo G con dois elementos e um tinico subgrupo H
de indice 2. Quantos subgrupos de Zjsy contém G e estao contidos em H?

(a) 6 (b) 8 (c) 16 (d) 20



21.

22.

23.

24.

25.

Quantos quadrados podem ser formados com vértices nos pontos do seguinte desenho?

(a) 18 (b) 34 (c) 44 (d) 46

Deseja-se dividir um triangulo obtuso em triangulos acutangulos. Qual é o niimero minimo
necessario de triangulos acutangulos para que seja possivel fazer essa divisao?

(a) 7 (b) 8 (c) 9 (d) oo

Deseja-se colorir cada um dos nimeros de 1 a 10 com as cores vermelho, azul ou verde de
maneira que se a, b sdo tais que a — b é impar, entdo a e b tém cores distintas. De quantas
maneiras se pode fazer a coloracao?

a) 10 b) 96 c) 186 d) Nao existe uma coloracao assim
(a) ( G

Na seguinte figura o tridngulo ABC' é equilatero de lado 1, os arcos pertencem a circunferéncias
de raio 1 e a circunferéncia pequena é tangente aos trés arcos. Qual é o valor da &area

sombreada?
A
B¢ >
() =5 (b) X (€) g+ B (@) V3(3m+1) = G

Evariste Galois, Pescheux d’Hebinville e Ernest Duchalet disputaram um duelo até a morte
seguindo as seguintes regras. Primeiro sortearao quem atira primeiro, quem em segundo
e quem em terceiro lugar. A seguir ocupardo seus lugares nos vértices de um tridngulo
equilatero, seguindo a ordem previamente escolhida, cada um escolherd um alvo e atirard
uma vez até que s6 haja um sobrevivente. E conhecido por todos que Galois sempre acerta
seu alvo; ja d’Hebinville acerta 80 por cento das vezes e Duchalet somente 50 por cento.
Durante o duelo, cada um seguird a melhor estratégia para si mesmo (podendo atirar para o
ar) e ninguém morrerd de uma bala perdida. Que probabilidade tem Galois de sobreviver ao
duelo?

(a) 3 (b)

(S]]
|

(c) 15 (d)



VII Concurso Universitario de Matematica Galois-Noether 2017

Segunda Etapa

Sabado, 17 de junho de 2017

Bem-vindo a Segunda Etapa do Concurso Universitario de Matematicas Galois-Noether.

Imagem de fractal por Jock Cooper (goo.gl/8722Y0) - CC BY-NC 3.0
Instrucoes

e Leia com cuidado estas instrugoes antes de comecar a prova.

e Em cada folha, no canto superior direito, vocé deve indicar seu nome (ou iniciais), o niimero
do problema no qual vocé estd trabalhando e o nimero da folha.

e Responda as perguntas justificando cada um de seus passos. Cada problema vale 10 pontos
e serao dados pontos parciais por progressos na direcao da solugao do problema.

e Lembre-se de que nao se pode usar calculadoras, telefones celulares, tabelas, livros, anotacoes,
etc.

e Vocé tem meia hora para fazer perguntas sobre as redagoes dos problemas e para pedir a
definicao de algum conceito que vocé nao entenda.

e Vocé tem 4 horas e meia para fazer a prova.
e Os resultados serao divulgados nas semanas seguintes por e-mail.

e Os problemas desta prova sao confidenciais até 19 de junho de 2017.


goo.gl/8722YO

Problemas
. (10 pontos) Seja {a,} uma sequéncia que satisfaz:

(a) ag =1
(b) ai, ai+1, a;+2 estdo em progressao geométrica ou em progressao aritmética se i é impar
ou par, respectivamente.

Encontre os valores de as para os quais asgi7 = 10092.

. (10 pontos) Seja V um espago vetorial real de dimensao finita com produto interno. Prove
que se existe um automorfismo anti-simétrico (quer dizer, A : V' — V linear, bijetivo e para
o qual (A(x),y) = —(z, A(y)) para quaisquer z,y € V'), entao a dimensao de V é par.

. (10 pontos) Seja f : [0,1] — (0,00) uma fungao crescente. Para cada n € N, considere
P, ={0=tn < tn1 < ... < ty, =1} a particao de [0, 1] para a qual

[k

Para cada i =1,2,...,n, calcule o seguinte limite

. tml
lim —.
n—oo ty,1

. (10 pontos) Uma fungao f : N — N é 2017-amigdvel se é possivel encontrar um inteiro n tal
que cada um dos nimeros de 1 a 2017 aparega em f(n) como subnimeros, quer dizer, como
nimeros formados por uma subsequéncia de digitos consecutivos que nao comege com zero.
Por exemplo, os subntimeros de 1103 sao 1, 3,10,11,103,110,1103.

e Mostre que f(n) = 2017n é 2017-amigavel.
e Mostre que f(n) = (2017n)%017 é 2017-amigavel.

. (10 pontos) Determine todas as fungoes f : R — R que satisfazem a seguinte equagao

fle=1)f(y) = fly—1)f(2)+2(zy — 1)(z —y)
para quaisquer z,y € R.
. (10 pontos) Seja f : [0,1] — R tal que para quaisquer z,y € [0, 1] temos
|f(2) = fW)l < |z —yl.

Prove que para cada € > 0 existe uma familia {R;}:°; de retangulos com lados de medidas
a; < b; que cobrem o gréafico de f tais que

o0
E a; < €.
=1

Nota. Os retangulos nao necessariamente tém lados paralelos aos eixos.



