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Os exerćıcios do livro correspondem ao livro Análise Real, volume 2 - Elon Lages Lima
(3ª edição).

Caṕıtulo 8: Integrais Múltiplas

1. Exerćıcio 3 da Seção 1.

2. Exerćıcios 1 e 2 da Seção 2.

3. Exerćıcios 1, 2 e 4 da Seção 3.

4. Exerćıcios 1, 2, 3 e 4 da Seção 4.

5. Se f : B → R é integrável em um bloco n-dimensional B ⊂ Rn, então |f | também é
integrável e ∣∣∣∣∫

B

f(x)dx

∣∣∣∣ ≤ ∫
B

|f(x)|dx

Caṕıtulo 9: Mudança de Variáveis

1. Exerćıcios 1 e 2 do Caṕıtulo.

2. Considere g : R2 − (0, 0)→ R2 → (0, 0) dada por g(r, θ) = (r cos θ, r sin θ). Prove que
g é um difeomorfismo local de classe C∞ e determine | detDg|.
Essa é a mudança de coordenadas para coordenadas polares: “(x, y) = g(r, θ) ⇒
dxdy = rdrdθ”.

3. Usando o item acima, calcule ∫
R2

e−x
2−y2dxdy

e depois calcule ∫ +∞

−∞
e−x

2

dx

4. Considere g : (0,+∞)× (0, π)× (0, 2π)→ R3 → (0, 0) dada por

g(ρ, φ, θ) = (ρ sinφ cos θ, ρ sinφ sin θ, ρ cosφ).

Prove que g é um difeomorfismo de classe C∞ sobre a imagem e determine | detDg|.
Prove que a imagem é o R3 menos um conjunto de medida nula.

Essa é a mudança de coordenadas para coordenadas esféricas: “(x, y, z) = g(ρ, φ, θ)⇒
dxdydz = ρ2 sinφdrdφdθ”.



5. (EXTRA:) Seja Vm(r) o volume da bola de centro na origem e raio r em Rm. Prove
que se tem a relação indutiva

Vn+1(r) = 2Vn(1)

∫ r

0

(r2 − t2)m/2dt

e conclua dáı que

Vm(r) =
rmπm/2

(m
2

)!
quando m é par

e

Vm(r) =
rmπ(m−1)/22m(m−1

2
)!

m!
quando m é ı́mpar.

Observe que destas fórmulas resulta um fato curioso:

lim
m→∞

Vm(r) = 0.


