NUMEROS COMPLEXOS E TRIGONOMETRIA

RICARDO BORTOLOTTI

Exploremos a relagao entre niimeros complexos e trigonometria.

1. FORMULAR DE EULER

Serd de grande auxilio para nés a Férmula de Euler:

e = sin(f) + i cos(h)

sendo # um numero real. Partindo dessa expressao, podemos escrever as fungoes
seno e cosseno através das exponenciais complexas:

cosf=— e sinf=———+
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Junto a tais expressoes, convém recordarmos a Férmula de De Moivre:

’ (cos(#) + isin(f))™ = cos(nh) + isin(nh) ‘

Isso permite em muitos problemas trocarmos a multiplicagdo do angulo por n
por uma poténcia n-ésima, conforme vemos nos problemas abaixo:

Problema 1. (IMO-1963) Mostre que

o (2) e () oo () =&

~ . pusy ~ A .
Solugao. Considere w = e7 e escreva 0s termos em fun¢do de poténcias de w,
obtendo a soma de termos que formam uma progressdo geométrica.

Problema 2. Determine expressoes para:

a) S1 = sin(f) + sin(26) + - - - + sin(nh)

b) So = cos(f) + cos(20) + - - - + cos(nb)

¢) Sy = Y, sin’(j6)

d) Sy =377, cos?(j0)

e) S5 =37, () sin(j0)

f) 86 =351 (j) cos(j0)
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Problema 3. Calcule sin (7> sin (7) sin (7>

Problema 4. (IMO-1962) Resolva a equagdo
cos?(z) + cos?(2z) + cos?(3z) = 1.

sin (277T) + sin (477T> + sin (877T)
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Problema 5. Calcule
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Problema 6. (OIMU-2001) Calcule
Zcos ( ) cos (2;;) - COoS (@) cos (%)

Problema 7. (OBM-U-2001) Considerando f(x) = e~®sin(z), calcule f°°)(0)
(a derivada de ordem 2001 no 0).

Problema 8. (OBM-U-2007) Dados nimeros reais ai,as, -,y nao todos nulos,
encontre o (menor) periodo da funcao f(x Z ay, cos(kx).
Problema 9. (IMC 2015) Determine se existem 15 inteiros mq,--- ,mi5 tais que

Z my; arctan(k) = arctan(16).

o0
Problema 10. Demonstre que Z = W—, sequindo estes passos:
m n=l m m
(2 1)2 1 k
a) Prove quekz_lcot2( ) m+ I;kz<m+;cot2(2mil).

b) Determine icot2 (

1)
OO
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¢) Prove que 2—2 = W—.

2. RAIZES DA UNIDADE E A FORMULA DA MULTISECGAO
, 27‘( ] . 2mig . ~
Quando 6 é da forma 6 = o= (e)" = ™%, com j,n € Z, entdo 2" = 1.
n
Mals premsamente as raizes da equagao =z = 1 sao exatamente os numeros

w=en , 0 < j < n, dai que estes nimeros sao chamados raizes da unidade.
Uma das aplicacoes das raizes da unidade é o uso delas como “marcadores” para
contagens:

Problema 11. Calcule Z (Z)

3k

Solugao. Tome w = e>™/3

n

e considere as somas Sy, S1 e So definidas por S; =
n .

Z (k‘) (wj)k, 7 =0,1,2. Use o binomio de Newton para determinar S; e veja que

k=0

So+ 51+ S,

a soma que buscamos é dada por 3

O problema acima é um caso particular da chamada Férmula da Multisecgao:

Problema 12 (Férmula da Multisecgao). Dados um polindmio p(z) = ag + e +

aox® + - 4 anx™, inteiros I e m com 0 <1 < m e a raiz da unidade w = e ,
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entao: " .
Z wr — D o<kem W Tp(W")
k — .

m

k=l(modm)
Dentro dessa ordem de idéias, temos os seguintes problemas:

2n+1

Problema 13. (IMO-1974) Mostre que o nimero Z (2k 1

)23k nao € divisivel
k=1

por 5 para todo inteiro n > 0.

Problema 14. (IMC-1999) Atirando um certo dado com 6 faces equiprovieis n
vezes, qual a probabilidade de que a soma dos valores obtidos seja maltiplo de 57

. . 2.3 4, 5, 6\
Dica. Considere p(z) = (“‘J’ +z ‘E” i ) .

Problema 15. (IMO-1995) Considere um primo impar p, determine o nimero de
subconguntos A C {1,2,---,2p} tais que:

o #A=p;

e A soma dos elementos de A é um mailtiplo de p.

Dica. Considere p(z,y) = (1 +2y)(1 + z%y) - - - (1 + 2%Py).



