PROBLEMAS OLIMPICOS DE CALCULO

RICARDO BORTOLOTTI

1. PROBLEMAS DIVERSOS DA OBM-U
1 2004
xXr
dx.

Problema 1 (OBMU 2004). Calcule/
4 14e*

1 1 _
14e® + 14+e—2 L.

Dica: mudanca de variaveis y = —x e
x
dz.

sinz + cos ) cos x

w/4
Problema 2 (OBMU 2010). Calcule/ (
0

Dica: alguma simetria semelhante ao item acima.
Problema 3 (OBMU 2011). Para cada t € R, seja P,(x) = 2® — 12z + t, e seja
A(t) = max{c € R|P;(c) = 0} — min{c € R|P;(c) = 0}

a diferenca entre a maior raiz real e a menor raiz real de P;. Determine o conjunto de

valores que A(t) pode assumir quando t varia.
Dica: o grifico de P; € uma translagdo do grifico de Py, derive a raiz x(t) implicita-

mente para saber como A(t) varia com t.

2. SOMAS DE RIEMANN

2n
1
Problema 4. Seja S, = » - Calcule limy, o0 S,
k=n-+1
"1 1
Dica: S, = — -
1 nl + n

Problema 5. Calcule lim —
n—oo N, —
1<i<j<n

2n)1 =
Problema 6. Calcule lim [m] .
n—oo n!

Dica: tome o logaritmo.
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3. SERIES DE POTENCIAS

Problema 7 (OBMU 2009). Considere a sequéncia ag,aq,--- definida por ag = 0,
ay = 7% € paran > 1,

m(agan + a1Gn—1 + 20,2 + - - - + ayap)

p4+1 =

3(n+1)
Calcule
ak_ aq a9 as
kZ_O%—&Q—FE-FZ—Fg-F“-.

Dica: considere a série de poténcias f(x) =) a,x™ e obtenha uma equacao diferen-
cial para f.

Problema 8 (OBMU 2004). Calcule

oo

1
3k + 1)(3k + 2)(3k + 3)

k=0

4. A RECORRENCIA T, = 22 — ¥,

Problema 9 (OBMU 2003). Defina a; = 3 € apy1 = a>—2. Prove que lim,, o lnl% =
In2 e calcule lim,_,o(Inlna, —nln2).
Dica: a, = o®" + a% para algum o € C.

Problema 10 (IMC 2010). Sejam x; = V5 e Tyt = x2 — 2. Calcule

lim
n—00 Tn+1

Dica: x, = o + a% para algum o € C.

Problema 11 (Putnam 2014). Sejam ag = 2 € agy1 = af — 2 para todo k > 1. Calcule

(-3

k=0

5. TRUQUE DE FEYNMAN

Lag2
Problema 12. Calcule / dz.
o Inzx

xt—1

Inz

1
Dica: Considere 1(t) = / dx e calcule I'(t).
0

et _ 6b3:

d
eax_|_1)(€bx_|_1) €

Problema 13. Para a > b > 0, calcule / (
0 T
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6. FUNCOES CONTINUAS

Problema 14 (Equagao de Cauchy). Determine todas as fungoes continuas f: R — R
tais que

flz+y) = flz)+ f(y)

para todos reais x e y.

Problema 15 (Leningrado). Uma fun¢do F' : R — R € continua e F(x)- F(F(z)) =1
para todo x real. Sabendo que F(1000) = 999, encontre F'(500).

Problema 16. Determine se existe f : R — R continua satisfazendo

f(f(x)) = .

Problema 17. Prove que a unica funcao continua f : R — R satisfazendo

FF(f(2) ==

€ a identidade.
Dica: se f ¢é injetiva e continua, entdo tem que ser mondtona.

Problema 18. Dizemos que a > 0 é corda universal se, para toda funcdao continua
f 10,1 — R com f(0) = f(1) existem z,y € [0,1] com |z —y| = a e f(x) = f(y).
Determine todas as cordas universais.

7. TEOREMA DE APROXIMAGAO DE STONE-WEIESTRASS

Teorema de Aproximagao de Stone-Weiestrass: se f : [a,b] — R é uma fungao
continua, entao para todo € > 0 existe um polinémio P tal que |f(z) — P(x)| < € para
todo x € [a, b].

Problema 19. Seja f : [0,1] — R uma fun¢ao continua. Prove que

lim (n + 1)/0 2" f(z)dr = f(1).

n—o0
Dica: Aplique o Teorema de Aproximacao de Stone-Weiestrass

Problema 20 (IMC 2003). Seja g : [0,1] = R uma funcdo continua e f, : (0,1] - R
uma sequéncia de fungoes definida por fo(z) = g(c) e fni1(x) = %fox fn(t)dt para todo
xz € (0,1] en > 0. Determine lim,_,o fn(z) para todo x € (0,1].

Dica: A mesma do problema acima.

Problema 21. Seja f : [a,b] — R uma fungao continua tal que f: " f(x)dzr = 0 para
todo inteiro n > 0. Mostre que f € identicamente nula em |a, b].
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8. PROBLEMAS CcOM TEORIA DOS NUMEROS

Problema 22. Se A ={n € N, n ndo tem o digito 7 em sua representa¢io decimal },
prove que
1
Z — < +00
n

Problema 23. Prove que existe n € N tal que os 2017 primeiros digitos de 2" sao
quais a 1.
Dica: Se « € irracional, entdo a sequéncia {na},en € densa em [0, 1].

Problema 24. a) Seja p(z) um polinémio de grau n com coeficientes inteiros e seja
a € R —Q tal que p(a) = 0. Prove que existe ¢ > 0 tal que

la —p/al > ¢/q"
para quaisquer p,q € Z, q¢ > 0.

1 ‘ ‘ : :
b) Prove que o = g 1o ¢ transcedente, isto ¢, nao existe nenhum polinomio nao

n=0
nulo de coeficientes racionais com p(a) = 0.

Problema 25. Prove que para todo o € R,

lim sup cos” (na) = 1.
n—oo



