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RESUMO

Neste trabalho objetiva-se a aplicacdo do planejamento de segunda ordem em redes geodésicas sob o
ponto de vista espectral e apresentar os conceitos tedricos que possibilitam a aplicacao do problema de
valor préprio inverso na obtencéo dos pesos quando se especifica a precisao final da rede. Apresentam-
se as possibilidades observacionais e a precisdo necesséria de cada uma destas observacbes para se
atingir uma precisao pré-estabelecida em uma rede, quando a geometria e a precisao final da mesma
sao fixadas. Um exemplo, aplicado a uma rede de coordenadas horizontais que associa peso a variancia
da observacado e as possibilidades de diferentes formas geométricas para se efetivar o levantamento a
fim de alcancar a preciséo desejada com os critérios de otimizacdo é apresentado, e ainda os resultados
séo discutidos.

Palavras Chave: Planejamento de Segunda Ordem, Otimizacdo de Pesos, Qualidade Geométrica de
uma Rede

USING A SECOND ORDER DESIGN TO ENHANCE A GEOMETRIC QUALITY OF A
BIDIMENSIONAL GEODETIC NETWORK

ABSTRACT

In this application of second order design is aimed at geodesic networks under the spectral approach.
When it is specified the final precision of the theoretical concepts, that makes possible the application of
the inverse eigenvalue problem in the weights determination. In the case of the fixed geometry and final
precision, the observational possibilities and necessary precision for each observation to reach a
precision constraint in a network are presented. In an applied instances, weights are associated to the
observational variances of the network horizontal coordinates. In order to reach the aimed precision with
the optimization criteria, in different geometric configurations, the possibilities of surveying execution are
presented and the results are discussed.
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1.INTRODUCAO

Uma rede geodésica é constituida por um conjunto de pontos materializados no terreno, com suas
posicdes referenciadas a um sistema de coordenadas. Sua determinacdo € feita por meio de medicbes
geodésicas (de angulos, de direcdes, de distancias, da diferenca de niveis associada a observacdes
gravimétricas ou a observacGes GPS) que envolvem estes pontos. Antes de se efetuar qualquer medicao
para o estabelecimento da rede, esta pode ser projetada com o intuito de minimizar possiveis falhas que
possam a ocorrer nos valores ajustados finais. A importancia do projeto de uma rede esta vinculada a
precisdo dos parametros calculados através das medidas efetuadas.

O Projeto de Segunda Ordem em redes geodésicas é definido como o problema de determinar a
precisdo 6tima das observacdes de acordo com os requerimentos étimos da rede (SCHMITT, 1985, p.
6).

De acordo com KUANG (1996, p.195), o primeiro passo para estabelecer uma rede geodésica € o
planejamento da mesma. Um planejamento otimizado € compreendido em termos gerais como o
planejamento da configuracdo e do plano de observacdes, os quais devem satisfazer a um conjunto de
critérios otimos. As técnicas de otimizacdo de pesos servem para ajudar a tomar decisbes como, por
exemplo, instrumentos que podem ser selecionados dentre os modelos disponiveis, onde eles podem
ser posicionados e como a rede pode ser concebida com o intuito de estimar os parametros incégnitos e
ainda apresentar a qualidade desejada.

Uma das possibilidades de se obter pesos otimizados, € 0 uso dos valores préprios associados a
matriz dos cofatores de covaridncia dos parametros ajustados, em termos de Componentes Principais,
0s quais possuem informacdes sobre a qualidade da rede. A idéia é estabelecer valores préprios que
conduzam a matriz de covariancias a apresentacdo de uma estrutura ideal e de forma que possua 0s
valores préprios requeridos.

No modelo de Gauss-Markov, (RAO e MITRA, 1971, p. 136) os parametros estimados através do

Método dos Minimos Quadrados se baseiam nos seguintes modelos matematicos:
V=AX+L @
-1 2~-1
P=Q, =0,C, @)
onde,
V, representa o vetor dos residuos;

A, a matriz planejamento;

P, a matriz dos pesos das observacdes;

-1 . .
Q ) » amatriz cofatora das observacdes;

2 A Lo
G, o fator de variancia a priori e;
Cx, a matriz de covariancias das observacdes, assumindo que as mesmas sao nao correlacionadas.

Neste caso, Ck se degenera em uma matriz diagonal contendo somente variancias.



A aplicacao do ajustamento pelo Método dos Minimos Quadrados na forma paramétrica possibilita
calcular quantidades indiretamente, se estas se vinculam matematicamente a outras medidas obtidas de
forma direta. Os parametros representam incégnitas funcionais e sao tratados como variaveis aleatorias.

Através da lei de propagacdo de covariancias (DALMOLIN, 2002, p.56 ), obtém-se a matriz de

covariancias dos parametros estimados, que para 0 caso geral é expressa por
_ 2atpalt _ 2pnt <2
Zxa —GO(A PA) =oyN" =06,Q, 3)

onde N = A'PA ¢ a matriz dos coeficientes das equacdes normais.

De forma geral, uma rede geodésica concebida sem um planejamento, ndo possui controle sobre a
precisdo dos parametros estimados, ou seja, ndo ha garantias que a precisdo final dos parametros
atenda a precisédo pré-definida. Além disto, mais observacdes que 0 necessario para atender os objetivos
podem ser realizadas, inclusive sob um plano de configuracdo geométrica inadequado e com
equipamentos superdimensionados em sua precisdo. Isto onera demasiadamente o projeto e em certas
circunstancias pode até inviabiliza-lo. Deve-se ainda levar em consideragéo o efeito "smearing" do MMQ
em que nem todas as observa¢fes podem cooperar para a precisao final.

Melhorar o conhecimento sobre a rede antes mesmo de ela ser concebida é o objetivo do
planejamento de segunda ordem, o qual fornece informacdes a cerca do trabalho a ser realizado de tal
forma que seja possivel projetar e conceber melhor a rede.

Observando (3) tem-se que fixado a geometria da rede, ou seja, a matriz planejamento A a influéncia
na precisdo dos parametros estimados recai sobre a matriz dos pesos, que reflete a precisdo da

observacéo, ver equacéao (2).
No caso particular em que Gg =1, caso que é assumido no estagio de planejamento de uma rede

geodésica (KUANG, 1996, p. 221), a relacdo (2) torna-se
P=C;! @)

ou seja, 0 peso dado a cada observacéo € o inverso da variancia da observagéo.

Projetar uma rede em termos de precisdo, € em linhas gerais definir a preciséo final da mesma,
calculando-se os pesos das observacbes que atendam a esta finalidade. A precisédo limite para a
observacéo é dada pelo inverso dos pesos otimizados como expressa a relagdo (4). Entende-se como
precisdo limite, aquela em que qualquer observagcédo efetuada com uma precisdo melhor ou igual a
indicada pelo processo de otimizacdo dos pesos, conduz a uma precisdo melhor ou igual a planejada.
Em outras palavras, 0 peso otimizado indica a precisdo que a observacdo deve ser mensurada para o

ajustamento final.

2.0TIMIZACAO DOS PESOS DAS OBSERVACOES GEODESICAS PELO PROBLEMA DE VALOR
PROPRIO INVERSO.

A otimizacdo espectral, ou otimizacdo através de um problema de valor préprio inverso inclui de
forma geral vetor préprio e valor proprio. O objetivo principal de um problema de valor préprio inverso € a

determinacéo de um conjunto de valores préprios com grandezas pré-definidas.



2.1 DEFINICAO DO PROBLEMA DE VALOR PROPRIO INVERSO APLICADO NA OTIMIZAGAO DOS
PESOS DAS OBSERVACOES GEODESICAS

Seja N(p) uma matriz de dimensdo U X U, real e simétrica, cujos elementos s&o fungdes do vetor

p= [pl P, A p; A pn]t, onde Pj € o peso atribuido a j-ésima observagdo. Tem-se
como valores proprios e vetores proprios de N(p)
AMP)=[aP) 220 A AP A A @] e my(p) ma(p)K . my(p)
respectivamente. O problema consiste em determinar o vetor p tal que a matriz N(p) apresente valores
proprios pretendidos A :[7»1 }‘*2 A 7;; A 7»1] .

Para determinar o vetor de pesos p que conduz (1) a ter os valores proprios pretendidos tem-se a

seguinte situacdo: em geral devem existir pesos p tais que

i (p) =2
Lo(P) =2,
M
F(p) = « |=0. )
Ai(P) = A
M
Ay (p) -Ay

Devido a nao linearidade de (5) uma solucéo pode ser obtida iterativamente através do método de
Newton.
A linearizacdo é baseada na decomposicédo espectral (SCHMITT, 1997, p.59).
M (P)N(P)M(P) = A (©)
onde A matriz diagonal contendo valores préprios e M(P) e N(P) indicam respectivamente a matriz

modal, ou seja, a matriz cujas colunas sdo vetores proprios e a matriz dos coeficientes das equacdes

normais obtidas em funcéo da matriz dos pesos.

A formagdo da matriz Jacobiana, para utilizagdo do método de Newton, de F(P) requer a
diferenciacdo da (5) em relacdo a pj.

A derivada parcial do i-ésimo valor préprio em relagéo ao j-ésimo peso é

g =M S m o) ¢

J

e considerando

n
N(p) = Y pja;aj ®)
j=1



obtém-se
. t 2
—— =|m;(p)a; i=1,2K,u e j=12K,n 9)

aj representa a j-ésima linha da matriz A escrita como vetor coluna. A (7) designa uma otimizagao pura

dos pesos, onde se obtém a precisdo da observacdo sem mudanca da configuragdo geométrica da rede.

Uma iteracdo do método de Newton consiste nos passos seguintes:

1) Escolha do vetor inicial po, célculo de N(po)e 0s valores prOprios e vetores proprios

correspondentes.

Para k=0,1,2,K
2) Formagdo de J(Py ) (ver7), F(py ) (ver 5) e obter dp solucionando o sistema
[3(pi)]dpy =da
onde dA; :7:; —Xli(, dp; = p=(+1 —pik.
A fim de obter os pesos no k-ésimo passo da iteracéo faz-se P K+l _ p K + dp K ek representa o
passo da iteragéo.

3) calculode N(py ), Aij(Pk)em;(pPk) e voltar ao passo 2

4) Como critério de parada tem-se:

Se

APk) A H = ||dk(pk )” <& péra o processo iterativo, onde € representa a qualidade da

aproximacdo, dado em um critério de parada estabelecido e || ° || € a norma de um vetor qualquer.

Para outras informagdes com respeito a otimizacdo dos pesos com base em valor préprio inverso
consultar, por exemplo, OLIVEIRA (2003).

3.CONDICOES SOBRE OS VALORES PROPRIOS NA OTIMIZACAO DOS PESOS EM REDES
GEODESICAS

As informacbes a respeito da precisdo de uma rede geodésica estdo contidas na matriz de
covariancias dos parametros estimados. Todas as modificacbes na geometria da rede e na precisdo das
observacgbes agem diretamente sobre (3), desta forma os critérios de andlise recaem sobre esta matriz.

O valor proprio maximo € de interesse particular, pois este permite obter informag¢édo sobre uma
precisdo limite para quaisquer grandezas estimadas a partir da rede (NINKOV e SCHMITT, 1983, p.

217). Para uma funcéo y das coordenadas, apés linearizacdo pela expansao de Taylor vale,
y =fix (10)
e para a sua variancia apos aplicacéo da lei de propagacéo de covariancias tem-se

oy =oof'Q,f. (11)



Com o auxilio do Quociente Rayleigh ( WANG e CHOW, 1994, p. 38) ¢é obtida uma estimativa para 6)2/

pela expresséo

FYA in <05 < TR o (12)

com A .. e A . obtidos de (3).

De (12) decorre a exigéncia que o valor préprio maximo deve ser minimo. Quanto maior for um valor
proprio, comparativamente em relagdo aos outros elementos do espectro, mais desfavoravel e néo
homogéneo serd o comportamento da precisao.

Com o problema de valor préprio inverso aplicado a otimizacdo dos pesos, quer-se garantir que

qualquer desvio padrédo estimado a partir da rede ndo cruze um valor limite pretendido, com isso o valor

*

réprio maximo da matriz cofatora é determinado como um valor limite A valor préprio maximo
X max

pretendido), o qual se torna o objetivo no processo de otimizacdo dos pesos.
Com a definicdo de um valor limite superior para a precisao dos parametros tem-se o valor proprio

maximo para a matriz dos cofatores de covariancias.

Visto que N e Q. apresentam valores préprios reciprocos entre si, vale com respeito ao valor

X

préprio A; de N e p;de Q, arelagdo

1 .
A, =— com ui;tOeI:l,Z,K,u (13)
Hi
onde u € o nimero de parametros.

Com isso ha a possibilidade de ser formulada a otimizacéo relativa a matriz das equag¢des normais

N. Com base em (13) verifica-se que um aumento no valor préprio 7‘i de N corresponde a um

decréscimo no valor préprio W; de Q. . ou seja, para L tendendo para seu valor maximo tem-se

X i)
Ki tendendo para seu valor minimo. Todo o processo aplicado para a obtencédo dos valores préprios

pretendidos é efetuado sobre a matriz dos coeficientes das equacdes normais. Entdo definido o valor

limite para a precisdo dos parametros obtém-se os valores préprios para a matriz N através da
max

relacdo (13).
4. EXEMPLIFICACAO NUMERICA

No experimento a seguir, analisar-se-a a variagdo nos pesos, e conseqiientemente a precisao no
planejamento de uma rede geodésica em funcdo das varias possibilidades observacionais que a

geometria da rede propicia. Considere a figura abaixo no plano bidimensional. Os pontos A e B sao
fixos. O ponto R deve ser obtido com um erro maximo de 3mm ( O max = 3 mm). Um conjunto de
quatro observacfes esta disponivel (2 distancias e 2 de angulos). Analisar-se-a o comportamento dos

pesos para cada observacgédo diante da variagdo da geometria do levantamento, combinando-se as varias

possibilidades com respeito as observacdes empregando o MMQ em sua forma paramétrica.
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Figura 1- Representacdo Geométrica do Levantamento

As possibilidades de efetivar o levantamento, segundo o planejamento, varia desde 1 até 2 graus de

liberdade.

Com um grau de liberdade as possibilidades observacionais para o levantamento é dado por Ci,

ou seja, 4 diferentes possibilidades de configuragdo geométrica para a rede, e para 2 graus de liberdade

essas possibilidades sdo dadas por Cj , OU seja uma forma geométrica para a rede. Com isso tem-se 5

projetos distintos para a obtencédo do ponto R. Cada projeto é dependente das observacdes que serdo

feitas. Dentre os 5 projetos pode-se escolher o mais econdmico em termos de precisdo instrumental ou

em termos de quantidade de observacdes.

As coordenadas dos pontos fixos e as coordenadas aproximadas para o ponto R estdo expostos na

tabela 1.

Tabela 1 — Coordenadas Fixas e Aproximadas

Coordenadas fixas

Ponto fixo
X (metros) y (metros)
A 100 450
B 250 200
Ponto a )
) Coordenadas aproximadas
determinar
R 520 370

Cada tabela abaixo apresenta um planejamento para o calculo do ponto R com base na

configuragdo geométrica da rede, na preciséo pré-fixada, seus respectivos pesos e precisdes obtidas no

processo de otimiza¢do. A mesma precisao para os parametros foi utilizada em todos os projetos com a

finalidade de verificar a variagdo nos pesos em cada situacao.

1° Projeto:



TABELA 1 - Observacdes Planejadas: Distancias AR, BR e os Angulos o e p.

observacao peso
AR -33205,5111
BR 135348,3633
o 37888032,6851
B 17179869184,0

Neste projeto a otimizacdo forneceu o peso da distancia AR, um valor negativo, significando que
esta observacdo ndo coopera para a precisdo final da rede. Com base nesta afirmacdo refez-se o
processo de otimizacao, baseando-se nos graus de liberdade, retirando a observag¢édo AR do conjunto de
observacgbes planejadas.

O resultado é apresentado na tabela 2

2° Projeto:

TABELA 2 - Observagdes Planejadas: Angulos a, p e a Distancia BR.

observacéo peso Preciséo
o 48889,3880 <932,862924"
B 11311096539,0093 <0.00054"
BR 159999,8757 <2,5mm

Neste projeto ndo houve uma distribuicdo homogénea para os pesos, a precisdo requerida para o
angulo B, é aproximadamente nula, ou seja, considerada nao realizavel na pratica. Com isto, diante da
geometria da rede outro projeto para a rede foi estabelecido, os resultados obtidos com o processo de

otimizag&o estéo expostos na tabela 3.

3° Projeto:
TABELA 3 - Observacdes Planejadas: Distancias AR, BR e o Angulo B.
observacao peso preciséo
AR 33412,8675 <5,47 mm
BR 135555,3914 <2,71mm
B 10398142355,327 <2,02"

Neste projeto observa-se que é suficiente as observacdes AR e BR serem feitas com uma precisao
méxima de 2,71 mm e o angulo B com uma precisdo de 2,02 segundos para se alcancar a precisdo

requerida para os parametros (G =3 mm).

max

Os projetos contendo as outras duas possibilidades observacionais para a rede em questdo, com 1
grau de liberdade ndo conduzirdo a pesos satisfatorios e foram descartados da andlise. Considerando
guantidade de observacgdes e precisao para as medidas observadas concluiu-se que a melhor forma de

obter as coordenadas do ponto R, é apresentado pelo projeto 3.

5. CONCLUSAO

Um dos principais objetivos do planejamento de segunda ordem em redes geodésicas é a obtencgdo

da preciséo instrumental, a fim de alcangar uma precisao pré-definida para os parametros. Neste campo,



a otimizacéo dos pesos com base em valor proprio, pode ser utilizada para que 0s objetivos quanto ao
requerimento final da precisdo de uma rede geodésica sejam alcancados. Os experimentos realizados
mostram que diante da disponibilidade de projetos geométricos distintos para o levantamento pode-se
escolher aquele que torna o levantamento menos oneroso do ponto de vista das quantidades de
observacBes ou precisdo instrumental. Os instrumentos podem ser selecionados com base nas
precisdes fornecidas pelos pesos, visto que a precisdo final para os parametros é constante e pré-
estabelecida.
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