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ABSTRACT — The main objective of this paper aims to provide a discussion on the possibility to
determine physical heights with association of measurements of the global navigation satellite system
(GNSS) associated with determining the value of gravity. A strategy for achieving this goal is
determining the potential anomalous (7)) by iterative solution according to the disturbance of gravity. This
approach is in line with the solution to the formulation of the Geodetic Boundery Value Problem
proposed by Molodenskii. However, some additional considerations must be established. Among them,
the choice of a height system compatible. In this regard keeping up the normal height system of

Molodenskii.

1 INTRODUCAO

O GNSS, acrénimo de Global Navigation Satellite
System, iniciou uma nova fase no posicionamento por
satélites, substituindo as técnicas tradicionais, e abrindo a
possibilidade para um nimero inesgotavel de aplicacdes,
sendo uma delas o nivelamento. A combinagdo do
nivelamento empregando o GNSS com determinagdes
associadas ao campo da gravidade pode substituir os
métodos classicos de nivelamento na maioria dos casos e
gerar varios beneficios tais como alta precisdo, rapidez,
simplicidade operacional e baixo custo. A ampla difusdo
do GNSS, especialmente com o emprego do GPS (Global
Positioning System), para a determinacdo de altitudes
precisas faz com que o geodide ou o quase-geodide se torne
um produto de relevante importdncia as mais diversas
aplicacdes.

O GPS fornece as coordenadas em um Sistema
Geodésico de Referéncia (SGR), como por exemplo,
coordenadas geodésicas curvilineas (¢, 4, #). Como a
altitude elipsoidica (/) obtida com o GPS ¢ referenciada
ao elipsoide, para se ter a altitude ortométrica (H°) é
necessario o conhecimento da altura geoidal (N), de
preferéncia com uma precisdo equivalente aquela obtida
com o GPS. A relagdo entre a altitude elipsoidica e a
altitude ortométrica ¢é dada por (HEISKANEN e
MORITZ, 1967):

H®=h-N. (1)
A altura geoidal pode ser obtida através da

combina¢do de um modelo do geopotencial com dados
gravimétricos da superficie, ou através de observacdes

GPS quando conduzidas sobre referéncias de nivel RNs
(FEATHERSTONE et al., 1998).

Por enquanto o fator limitante da determinagdo da
altitude ortométrica por GPS ¢ a obtengdo de um modelo
geoidal com acuracia compativel a do nivelamento de
precisdo motivo pelo qual vém-se buscando outras
alternativas para contornar tal limitagao.

Apesar de existirem varios trabalhos com
aplicagdes do GPS no nivelamento, tais como o de
Zilkoski (1990); o de Dodson (1995); o de Colier (1997);
o de Featherstone et al. (1998); o de Pan e Sjoberg
(1998); o de Duquenne (1999); e o de Kenyeres (1999); e
o de Fotopoulos (2003), nenhum aborda especificamente
o tema sobre a determinagdo de altitudes sem a pré-
existéncia de um modelo geoidal ou quase geoidal.

De acordo com a teoria de Molodenskii a
determinacdo da figura da Terra e a altitude elipsoidica

podem ser determinadas da  seguinte forma
(HEISKANEN e MORITZ, 1967):
h=H"+¢ 2)

em que A" ¢ a altitude normal e { ¢ a anomalia de altura
ou altura quase-geoidal.

Ardalan e Grafarend (2004) reconheceram a
potencialidade da utilizagdo de niimeros gepotencias para
a determinacdo do gedide empregando a continuacdo
descendente para reduzir o potencial pertubador da
superficie terrestre ao geodide. Sjoberg (2006) desenvolveu
uma técnica para determinar altitudes ortométricas a partir
do posicionamento por GNSS e niimeros geopotenciais;
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ou seja, propde um método para reduzir a anomalia de
altura ({) a altura geoidal (N).

Associando o  posicionamento GPS  com
levantamentos gravimétricos torna-se possivel determinar
altitudes fisicas (e.g. normal), independente da
determinagdo de modelos geoidais pré-definido. Uma
saida para tal problema é o conhecimento do potencial
perturbador ou do potencial anémalo (7), que ¢
determinado com as observagdes da gravidade associada
ao posicionamento GPS.

A partir da altitude elipsdidica e do valor da
gravidade para um dado ponto sobre a superficie fisica da
Terra torna-se possivel determinar o potencial anomalo de
forma iterativa (FREITAS ef al., 2007). A férmula de
Bruns relaciona o potencial andmalo a gravidade normal,
se esta for calculada sobre o elipséide de referéncia tem-
se a altura geoidal; se em um ponto Q onde Wp = U, ter-
se-4 a anomalia de altura ou altura quase-geoidal ({). A
partir destes elementos torna-se factivel a determinagdo
de altitudes com carater fisico.

2 METODOLOGIA

A altitude normal utiliza uma superficie auxiliar, o
telurdide (Figura 1), que pode ser encontrada utilizando o
numero geopotencial através da condigdo de Molodenskii.
A altitude Normal ¢ a distancia contada ao longo da linha
de campo relativa ao modelo Terra normal que vai do
elipsoide (Qy) ate o telurdide (Q), doravante denominada
de linha vertical normal (Figura 1). Como uma boa
aproximagdo pode-se medi-la ao longo da normal do
elipsdide que passa no ponto P na superficie fisica.

1
,'linha vertical normal

Figura 1 — Altitude normal.

No campo da gravidade normal, O devera ter a
mesma diferenca de potencial (C) com respeito ao
elipsdide de nivel (Terra Normal, U))

C,=U,~U, =W, W, 3)

em que W, e Wp sdo o geopotencial no ponto Datum e o
gepotencial sobre a superficie fisica que contém o ponto P
respectivamente; U, ¢ o esferopotencial sobre o elipsdide
adotado (U, = W;), Uy ¢é o potencial normal no ponto O

sobre o telurdide; o ponto P e Q estdo situados ao longo
da linha de campo relativa ao modelo Terra Normal; a

distancia E representa a anomalia de altura. A altitude
normal proposta em 1954 por Molodenskii para um ponto

na superficie fisica é:

HY = @

I/Vo — WP
3
sendo 7 a gravidade média normal ao longo da linha

vertical normal (linha de campo associada ao modelo
Terra Normal), pode ser obtida pela expressao:

I " (h)dn )

a equacdo (5) tem a solucdo iterativa em fungdo da
altitude normal, devido ao fato da dependéncia da
gravidade normal média ser em fungdo da altitude normal.
Em um curto periodo de tempo, o
desenvolvimento de modernas técnicas de
posicionamento por satélites artificiais levou a uma
simples aplicacdo da equagdo (2) da seguinte forma:

C=h-H". (6)

Ela permite determinar a altura quase geoidal se h ¢ H"
sdo conhecidos nos mesmos pontos.

Mas como determinar a anomalia de altura se o
objetivo ¢ determinar a altitude do ponto em questio?
Neste caso sendo conhecida somente a altitude geodésica
proveniente de posicionamento GPS e o valor da
gravidade observado.

Introduzindo o conceito de potencial perturbador
ou potencial anémalo 7, que é a diferenca entre o
potencial da gravidade real (W) e o potencial da gravidade
normal (U), tal que

T(x’yaz):W(x’y’z)_U(xay’Z) (7)

Considerando a gravidade no ponto P e a
gravidade normal neste mesmo ponto tem-se para a
diferenca entre esses dois valores o distarbio da
gravidade:

0g=8p—7p> ®)

caso o valor da gravidade observada na superficie fisica
seja reduzida ao geodide e a gravidade normal avaliada
sobre o elipsoide de referéncia temos para esta diferenca a
anomalia da gravidade:

Ag=g,-7,- ©

A determinagdo da gravidade normalmente ¢é feita
sobre a superficie fisica da Terra. Entao, o valor de g, no
geodide ¢ obtido através de redugdes do valor da
gravidade, o que envolve, como no caso do campo da
gravidade normal, hipétese simplificativas.

Sendo:

T, =W,=U,, (10)



og=VW,-VU,, (11)
VT, =5g, (12)
em que

or
og=——. 13
g==7 (13)

Temos que para a equagdo de Bruns:

T,
$=-*%. (14)

Yo

A formula de Stokes para o potencial andmalo,
escrita como fungdo das anomalias da gravidade e
dependente, portanto do sistema de referéncia local, é
(HOFMANN-WELLENHOF & MORITZ, 2005, pp.
104):

R
T=—||AgS(v)do 15
47I.U & (l//) (15)
onde a fungdo S ¢ definida por:
1 4
S(V/)Z——6S€ﬂ(—}+l—500$l[/—
sen(y/2) 2 (16)

3cosy In {sen (Zj + sen’ (Zﬂ
2 2

e i sendo o angulo geocéntrico entre o ponto de caculo e
o ponto onde ¢ avaliada a anomalia da gravidade, obtido
em funcdo das coordenadas de cada um destes pontos,
respectivamente (¢, 4) e (¢, 1°), como (GEMAEL, 2002,

pp- 146):

V= acos(sengo-sen¢’+ cosQ-cos @' cosAﬂ) (17)

A equagdo (15) ¢ aplicada para a solugdo do
Problema de Valor de Contorno da Geodésia (PVCG)
para um SGR vinculado a um nivel de referencia local. Se
a pretensdo ¢é resolver o PVCG independente do
referencial local o distirbio da gravidade apresenta-se
como o caminho natural, na forma (HOFMANN-
WELLENHOF & MORITZ, 2006, pp. 115):

R
T—EjjégK(w)da (18)
sendo
K((//)z ! —In|1+ ! . (19)
sen(wj sen(wj
2 2

As anomalias da gravidade podem ser
compatibilizadas com os disturbios da gravidade se
disponivel um modelo adequado do geopotencial do qual
possa ser extraido N ou 7T na forma (HOFMANN-
WELLENHOF & MORITZ, 2005, pp. 95):

:_6_T+8_)/ (20)
Oh Oh
ou
) :Ag—lQT (21)
y Oh

O conjunto de equagdes (9), (18) e (21) mostra que
¢ possivel uma solugdo iterativa local para 7 ou para as
anomalias da gravidade a partir dos distarbios da
gravidade, de forma independente do sistema de
referéncia local (FREITAS et al. 2007). Esta abordagem
estd de acordo com a solugdo do PVCG proposta por
Molodenskii. Para tanto, algumas consideragdes
adicionais devem ser estabelecidas. Entre elas, a escolha
de um sistema de altitudes compativel com o enfoque ora
proposto. Nesse propésito coaduna-se o Sistema de
Altitudes Normais de Molodenskii.
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