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RESUMO - A ressec¢do espacial € uma das operagdes maismsoem fotogrametria e topografia que
visa obter a posigdo e orientacdo da camera opagento topografico. Em fotogrametria é feita uma
modelagem matematica a partir da equacgdo da collada que da bons resultados para os casos comuns
com fotografias aéreas quase verticais. Em topiageafjeodésia o problema também é conhecido como
intersecdo a ré no espaco e tem varias solucdditicasaa partir de leituras de angulos ou dis@sci
Entre as solu¢cbes analiticas existem métodos cenaciies, que necessitam de valores iniciais
aproximados e aplicam ajustamento pelo método dosnms quadrados, e métodos diretos, que usam
guase sempre a lei dos cossenos em triangulossaiuigdo vem por meio de raizes de polinbmio de gra
trés ou quatro. Como geralmente ndo € facil obtdorgs iniciais os métodos diretos podem ser
vantajosos e sdo muito discutidos na literatunade&srafarend um dos mais citados. Este artigoptam
objetivo discutir um dos métodos de Grafarend paessec¢do espacial de fotografias e analisarothasc
das raizes adequadas do polindmio e dos fatoresa#a que entram na solucdo final. Para tantonfora
feitas algumas simulagfes e implementac6es em atabMATLAB®. Os resultados sdo discutidos e
sdo feitas sugestdes para tornar o método de @nafanais facil de usar.

ABSTRACT - The space resection is one of the most commaratipn in photogrammetry and
topography, aiming to acquire the position and rdaton of the camera or topographic equipment. In
photogrammetry a mathematical modeling is made filoencollinearity equation gives good results for
common cases of almost vertical aerial photograpphtapography and geodesy the problem is known as
three point resection and it has several analysofiitions from the readings of angles and distance
Among the analytical solutions there are methodh wérations that need approximate initial valaes
apply adjusting by the square minimum method, angkctimethods, that almost always use the cosine
law in triangles, with solutions in the form of theots of polynomials of degree three or four. 2is inot
usually easy to obtain initial values, the direethods can be advantageous and they are much skscus
in literature, being Grafarend one of the mostccitaithors. This article aims to discuss one of the
Grafarend methods for space resection of photograpid examine the choice of the appropriate
polynomial roots and scale factors that go intofthal solution. The chosen method was the usewofes
simulations and implementations in MATLAB® enviroant. The results are discussed and suggestions
are made to make the Grafarend method easier to use

1 INTRODUGAO

A ressecdo espacial em fotogrametria determina@metros de orientacao exterior de uma fotogopfeasao
w, ¢, k, X, Y, eZ., sendo que os trés primeiros elementos correspoadarientacdo (ou atitude)¥e, Y. e Z, sdo as
coordenadas do centro perspectivo (CP ou a podgdotografia no espaco). E calculada, a partifottecoordenadas
(x;,y;) de pontos que tem as correspondentes coordenadespaco objetaX(,Y;, Z;) e da distancia focdlf). Sao
necessarios no minimo trés pontos ndo colinearasspa obtida uma solugéo.

Existem métodos de determinacdo iterativos e diréRara 0s primeiros € necessario conhecer osesgalor
aproximados dps p?rémetros a sNerem detlermlnedgsqoo,xo,,XCO,YCO,ZCP). Entre qs Varios tlp?s de progedlmentos
para a determinacdo da ressecdo espacial comaibemgnétodo mais usado é da equacdo da colinearidad
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ajustamento é feito com o Método dos Minimos QuimsdMMQ) que pode ser pelo método paramétrico mémdo
Combinado (LUGNANI, 1987).

Os métodos diretos para a recessao espacial tridiaral séo mais comuns na topografia e geodésia sido
adaptados para a fotogrametria, como em @&uah(2008). De modo geral se usa a lei dos cossemasogariangulos
e com base nessa lei sdo encontradas as distédnaiasitro perspectivo aos pontos no espaco olijefmis os demais
par&dmetros de posicdo e orientacdo sdo obtidosutoantransformacéo isogonal 3D. Todas essas solagasam
sempre numa equacao de terceiro ou quarto grau.

A maioria das solucdes diretas usa trés pontospace objeto como, por exemplo, em Haradickl (1994) e
Zeng (2012), mas Grafarend e Shan (1997) mostramsaitncdo com quatro pontos.

O método desenvolvido em Grafarend e Shan (199¥9 per usado para imagem digital e estacao totakde
apenas a posi¢cdo do CP sem os angulos de rotapguadso inicial calcula as distancias entre o cgrg@rspectivo e o0s
pontos no espaco objeto, que sdo um dos dadostEd@rusados por Guast al (2008) que obtém a ressecao
fotogramétrica completa.

Essa solugdo combinada de Guainal (2008) foi usada por Silva (2014ue implementou em programa
MATLAB calculando por Grafarend apenas as dist&ci@omo enfrentou algumas dificuldades nos testes,
principalmente com a escolha da raiz correta fexidente a necessidade de novos experimentosatisfe apresenta
a solucao completa de Grafarend e Shan (1997fndisis e coordenadas do CP, para imagem digdakbksa as
variacdes de posicado das raizes e dos sinais dedec@adas baricéntricas de Mobius.

2 METODOLOGIA

Em Grafarend e Shan (1997) é apresentada e dedathsebria completa do método da ressecdo comoquatr
pontos, mas aqui serdo mostradas apenas as equeieieamente implementadas no programa desenwoleid
MATLAB.

Para inicio dos célculos sdo utilizados como dadesentrada as coordenadas no espaco objeto, as
fotocoordenadag;, y;) e distancia focal. Os angulos espagjssao obtidos das fotocoordenadas e distancia focal

XX j+yiyj+f? (1)

2002062 [,24002, £2
X7 +yi+f \/xi+yi+f

cos(fij) =
(By) ]

Na Figura 1C representa o CR;, indicam as fotocoordenadag’eséo as coordenadas no espaco objéo e
séo os angulos espaciais, com i e j variando dé 4.a

Figura 1- Localizac&o dos &ngulos espaciais.
Fonte: Adaptado de Guatal (2008).

Utilizando a lei dos cossenos nos triangulos radsts na Figura 1 em funcédo dos angulos espaciaftostna
fotografia sdo obtidas equacdes com as distan&ague sdo as incognitas:

12" = [CP,|* + [CB;|* - 2[|CP; ]|[CP5 | cos(Brr) @)
- .2 —_2 —_— 2 — ..
|1PPs||” = |[CP,||” + [|CPs||” = 2|[CP, |||CP5]|cos(Bz3) (21i)
I2s25])" = [CPs|* + [CB]” ~ 2[|CPs | [[CPa | cos(Bs) (2 iid)
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22| = IC:|” + ICPr])” — 2|[CPA | [CPr | cosBar) (2iv)
2 .2 2 S

[P.Ps||” = [[CPL||” + [|CP5]|” = 2[|CPL|[[CPs |cos(By3) (Z2v)
22" = [EB||” + |[CR|” - 2l[CB|[[[CP: | cosBa) (2 vi)

Fazendo:

— 2 — 2 — 2 —— 2 — 2 — 2
||P1P2|| =byy, ||P2P3|| = by3, ||P3P4|| = b3y, ||P4P1” = by, ||P1P3|| = b3, ||P2P4|| = by4, bij eR*
—2cos(B12) = as;

—2cos(B3) = a3

—2c0s(f34) = a3y

—2cos(Ba1) = sy

—2cos(B13) = a3

—2c05(fa4) = Apq ,—2 < a;; <2
em que:

CP E o centro perspectivo;

P; Sao os pontos no espaco objeto.
As distancias procuradas séo:

1P|l = x,
1P| = x.
1P = x,

||C—R;|| =x, ,x;eR*

Com simplificagGes para os termigg chegam-se as equacdes de Grunert (GRAFAREND e SH29T):

X2+ x2 4+ apx.x, = by (310
X2 4+ x2 + ay3x,%3 = by (3ii)
x2 4+ x2 4 a34x3%4 = b3y (3 iii)
X2+ x2 + ag 6%, = by (3iv)
x{ + x5 + a;3x, %3 = bys 8 v)
X2 + x2 + ap4%,%4 = byy (3 vi)

Entre essas equacfes apenas trés sédo indeperelestashend@ ii, 3 iii e 3 vi sdo obtidas as relacbes para as
coordenadas homogénegsey,:

V3 = i_z (4)
Ya = i_: ®)
Isolandox? nas equagdesi8 3 iii e 3 vi, levando em consideragdo as equagdes 4 e 5 sdowbt
2 _ _ bz .
X2 = 1+y5+azsys 6 l)
2 _ _ bzs ..
X2 V3+yi+azayays (6D
2 _ b24 e
X2 = 1+yF+az4¥s (6 iii)
Dividindo 6ii por 6i e 6iii por 6i resultam as equacfes a seguir:
b3a(1 4 y3 + az3y3) = baz(¥5 + Y& + a34Y3Ys) ()
bps(1+ y5 + ap3y3) = bys(1 + yi + azays) (8)
Subtraindo a equagédo 7 pela equagéo 8 é obtidmoday,:
Y, = (b34—=ba3=b24)¥3 +a23(b34—b24)y3+(ba3+b3s—b24) 9)

a34b23Y3—A24b23
Substituindo este valor na equacgao 9 chega-seag&gulo quarto grau em fungéo de y
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Csy3 + C3y3 + Cy5 + Ciys +Co =0 (10)

em que:

Cs = by3(b3y — by3 — 1724)2 - a§4b%3b24

C3 = (b3q — byz — byy) X [a24a34b%3 + 2a33b,3(b3s — byy)] + a34b%3b24(2a24 — Ay30a34)
Cy = byz[a3;(bzs — bys)? + 2(bzs — byz — byy) (byz + bzy — bay] + A33054034b55(byy + b3y)
+ a342b223(b23 —byy) + a242b223(b23 — bya)

C1 = 2a33b;3(b3s — bps)(ba3 + b3y — byy) + a24a34b223 (b3a + bys — by3) — a23a242b223b34

Co = by3(by3 + b3y — 1724)2 - a242b%3b34

As raizes de (10) s&o obtidas faciimente pela fuygdioots(p) do MATLAE’ , sendo p os coeficientes dgaC
C, e em y estdo as raizes em ordem decrescente. Bonéoesséario escolher a raiz ideal, e como GrafageShan
(1997) sugerem apenas que sejam testadas todaizes positivas a partir da maior, foram definidasta pesquisa
algumas regras que auxiliaram nas aplicacées asatic método:

» Primeiro a solugdo deve ser um namero real e posiima vez que se busca o valor de uma distancia

(ZENG, 2012).

» Araiz deve se restringir no maximo a 1,5. Ist;mdéeao Teorema de Bolzano, que afirma que ao ser
dada uma fungéo continua (neste caso o polindmioy, intervalo fechado, de modo que as imagens
dos pontos extremos do intervalo tenham sinaigeatifes, entdo existe pelo menos um ninmetal
que f(n) =0 (SARTORI e MANTOVANI, 2010). Foram realizados \@gitestes empiricos que
mostraram que os valores que geravam resultadmosaram a maior raiz no domirfi@; 1,5]. Se a
raiz escolhida fosse maior que 1,5 as distanciadazbndo dao resultados validos.

Depois de escolhida a raiz idegls@o obtidas as distancias que correspondem @ve@rix, comecando pog:

b
Xy = | (11)
1+ys+az3ys

Inserindo-se esses valores obtém:-se

X3 =Y3 XX

Depois € calculadg,, com a equagao 9;
Com ele ex, é obtidox,:

X4 = Y4 X X

Finalmente é obtido o valor dg:

xl—

a13X3—A12X2

2 2
_ biz—x3-byo+x5

(12)

(13)

(14)

Apo6s encontrar as distancias 0 passo seguint&célaraa ressecéo espacial direta. Neste artigacalolados
apenas os parametros da posi¢do do CP, seguird @rafarend e Shan (1997), mas também é possileellar os

angulos de Euler, como é feito em Gehal (2008).

Para encontrar as coordenadas do centro
baricéntricas de Mobius a partir da equacao:

X1 [X
Y.| _|n
Z.| |z,
1 1

perspeCty Y. Z;) € usado o principio de coordenadas

Xz
v
Zy

1

X; X4
Y3 Y (|42
z 7|l (15)
1 1114

em que: X;,Y;, Z;, com i variando de 1 a 4, sdo as coordenadas wisogpontos do espaco objeto. As coordenadas
baricéntricas de Mobius, A,, A3, A4 devem satisfazer a relacao:

/’{1+/’{2+A3+A4‘=1 (16)

e sdo calculadas por:

_ (234).x5 . x3.%4

M ; (17 0)
341).x3 . X4.X
2, = (%% a7
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_ (412). x4 . x1. %,

As A (17 iii)
123). %1 . X5.x
PO GOl B T (17 iv)

em que:
X1—=X, h-Y, Z,-17,

A= X1 —X3 Y1 —-Ys Z;—-Z; (18)
X, =X, LWV, Z,-7,

(234) = /1 + 2 c0s(Ba3) c0s(B34) €0S(B4z) — c05%(B23)—C05%(B34)—C052(B43) (19)
(341) = i\/l + 2 cos(B34) c0s(Ba1) cos(By3) — c0s*(B34)—c05?(Ba1)—c0s*(By3) (20)
(412) = i\/l + 2 cos(Ba1) €0s(B12) c08(B2a) — c05*(Ba1)—c0s?(B12) —c05?(B24) (21)
(123) = i\/l + 2 cos(f12) cos(B23) cos(B31) — cos?(B12)—c0s?(Ba3)—cos?(B31) (22)

Os valores obtidos pelas equacdes 19 a 22 podesintds positivos ou negativos e definem os sidais
coordenadas baricéntricas de Moébius. Nos exempllzsilados os sinais eram alternados na sequéneiaoti--+-+,
mas deve ser colocado no programa um teste cujhicagdo final resulte no valor 1 como exigido pedadicdo da
equacao 17.

As coordenadas do CP finalmente s&o obtidas com:

XC= AX,+ AX,+ AXs+ AXy 23)
YCc=AY 1+ AY,+AY3+AY, (24)
7C= AZy+AZy+ WZs + A2, (25)

3 RESULTADOS E DISCUSSAO

Para o primeiro teste da implementacdo do caldalgessecédo espacial foram usados os dados eassEnt
conhecidos do artigo de Grafarend e Shan (199@)ydenadas do espago objeto, distancias entre mgasrispectivo e
0S pontos no espago objeto, coordenadas do CResado cosseno dos angulos espaciais, 0s coedfisienixiliares
(234), (341), (412) e (123) e as coordenadas baricasA ;. Os pontos do espaco objeto, as coordenadas doasSP
distancias estédo na Tabela 1.

Tabela 1- Pontos do espaco objeto, CP e distancias.
Ponto X Y Z
1 0,0000 | 0,0000 | 1,0000
2 2,0000 | 0,0000 | —1,0000
3 2,0000 | 2,0000 | 1,0000
4 0,0000 | 2,0000 | —1,0000
CP 1,0000 | 1,0000 | 4,0000
Distancia CP ao ponto:
3,3166
5,1962
3,3166
5,1962
Fonte: Grafarend e Shan (1997).

Bw (N -

Porém como no artigo citado ndo havia a distaramalfnem as fotocoordenadas, foi estimada a disténcal
em 50 mm, os angulos de orientacdo todos iguai®ra, 2 simulada uma fotografia em MATLABcujas
fotocoordenadas sdo apresentadas na Tabela 2.

Tabela 2- Fotocoordenadas obtidas com a simulacao
Ponto X y
1 —16,6667 | —16,6667
2 10,0000 | —10,0000
3 16,6667 16,6667
4 —10,0000 | 10,0000
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A partir dos dados de entrada foram calculadosist@ntias entre os pontos do espago objeto e o G® e
parametros de posicdo da ressecao espacial (cadateno CP) usando as equacdes 1 a 25 e comouttades
coincidiram perfeitamente com os de Grafarend en$h897) a implementacdo estava correta. A difedédmaior foi
descobrir qual a raiz ideal, conforme ja comentutes. As raizes obtidas foram todas reais (1,2678)25; 1,0505;
0,6383) sendo que a correta, encontrada por tesgafioi a menor 0,6383.

Mais testes foram realizados com outros dados amos| variando as alturas dos pontos objeto e dad@® o
objetivo de avaliar a robustez do método para getasaenais desfavoraveis que a apresentada pelios daiginais do
Grafarend e Shan (1997), cuja variacdo em Z e XQu&l a 2,0 e altitude do CP igual a 4,0. Com @es apena de Z
entre 0,9 a 0,3 (positivos e negativos) tambémessitados deram certo com a quarta raiz. Quaadeehmodificagdo
de z para 0,2 e 0,1 a solucdo mudou para a segaimjaa imediatamente menor que 1,5, por motivobtam ja
comentado. Para z=+- 0,2 as raizes foram (1,508149; 0,8982; 0,8615) entdo a raiz corret®8149.

Com modificagBes da altura do CP de 4,0 para 2®; $4,0 e 128,0 os valores obtidos também canaeid
mas os tipos das raizes e posicdo mudaram. Popixeronsiderando Z do CP=128,0 as raizes forasegsintes:
(1,00004324780265 + 0,00887969510365127i; 1,00D0430265 - 0,00887969510365127i;

1,01525804560288; 0,984497797452399). este cadoassprimeiras raizes sdo complexas e duas seaido a ideal

a quarta.

Quanto & sequéncia dos sinais dos coeficientesedm®s das equacdes 19 a 22 em todos os exengios a

elafoi + - + -.

Foram ainda usados outros dados, de Gaiah (2008), que sdo apresentados na Tabela 3. Pardestt os
angulos de orientacdo forarm = —0,0039 , ¢ = 0,0021 e k = 0,6756, com 0s quais foi simulada uma fotografia
cujas fotocoordenadas estéo na Tabela 4. Come@ades de entrada os resultados encontram-se edaTab

Tabela 3- Pontos do espaco objeto, CP e distaf@Gismnet al (2008).

. Ponto X Y z
1 36589,4100 | 25273,3200 | 2195,1700
2 37631,0800 | 31324,5100 | 728,6900
3 40426,5400 | 30319,8100 | 757,3100
4 39100,9700 | 24934,9800 | 2386,5000
CP 39795,0800 | 27476,7500 | 7572,8100
Distancia CP ao ponto:
1 6637,1000
2 8144,3000
3 7411,7000
4 5817,2000
Tabela 4- Fotocoordenadas obtidas com a simulacao
Ponto X Yy
1 —89,9998 | —50,9365
2 —50,9423 | 100,5731
3 14,1952 76,3922
4 —20,6381 | —62,6454

Tabela 5 Resultado do céalculo da distancia entre pontossgaco objeto e CP e dos parametros de posicao da
ressecao espacial, pelo método de Grafarend, cdosdbe Guaet al (2008).

Ponto Distancia | Diferenga entre distancia calculada e de Grafarend e Shan (1997)
1 6637,0496 0,0504
2 8144,3318 0,0318
3 7411,6659 0,0341
4 5817,2408 0,0408
Resultado dos parametros de posi¢do da ressegdo espacial
X.(m) Y.(m) Z.(m)
39793,8986 27475,9572 7572,7611

Diferencgas entre os parametros de posi¢ao da resse¢do espacial

AX,.(m) AY.(m) AZ.(m)

1,1814 0,7928 0,0489
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Os resultados apresentados na Tabela 5 mostrara diferenca no célculo da distancia foi da orden3 de
5cm, valores que podem ser considerados pequemasdiééncias superiores a 5800m. Mas para a osigaCP
houve uma diferenca de 1,1814 em Xc, na primeia dacimal para Yc e na segunda casa decimal para Z

Neste caso as raizes foram (2,8852; 0,9100;58;90,7269) e a solucdo sé6 foi encontrada congargia raiz,
0,9100 a menor que 1,5 como comentado.

Quanto a sequéncia dos sinais dos coeficientesgias;6es 19 a 22 nesse Ultimo exemplo ela foitideeem
relagdo aos anteriores, isto é, - + - +.

Os motivos da variagdo maior entre os valores sidud e os obtidos com o método da ressecgao diette
exemplo com dados mais realistas de Getaal (2008), em comparagdo com 0s demais exemplos,seuomre
coincidiram, certamente é por conta da geometra mntos, em distancias e posicdes relativas, stasqeestao
necessita de mais experimentos.

4 CONCLUSOES

A implementacdo do método de ressecdo espaci@rafarend mostrou-se viavel como solucdo direta par
obtencao da posicéo do centro de projecdo, senssidade de valores iniciais, e funcionou bem pareasos testados.

No entanto é necessério aperfeicoar o algoritma gae encontre a raiz correta entre as quatrdtaetes do
polindmio e também defina com seguranca os sir@cdordenadas baricéntricas de Mobius.
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